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e Raum der Modulformen © Algebra paarweise kommutierender Operatoren

e [(s,f) besitzt Produktentwicklung <= f ist gemeinsamer Eigenwert

E. Hecke: Uber Modulfunktionen und die Dirichletschen Reihen mit Eulerscher Produkt-
entwicklung, Math. Ann. 114, No. 1, 1-28, (1937)
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e konstant auf jeder Doppelnebenklasse HgH € H\G/H
e Null auBerhalb endlich vieler Doppelnebenklassen

Addition: punktweise
Faltungsprodukt: (¢ *¥)(g') = Ypec/mv(€)v(g'g")

v VH ist Heckemodul vermoge HgH v = ZheH/(ngHg,l) hgv e V1
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Beispiel
e V' meromorphe Funktionen auf der komplexen oberen Halbebene
o G =GL(Q)" und H = SLy(Z) erfiillen die Annahme
e V/5L2(?) st Heckemodul

klassische Heckeoperatoren

entsprechen den Doppelnebenklassen T, = SL,(Z) (§ %) SLo(Z) mit me Z

Darstellungen vs. Heckemoduln — ein Programm

1. Studiere den Ubergang V — V* von Darstellungen zu Heckemoduln
2. Untersuche die Struktur der Heckealgebra K[H\G/H]

3. Kilassifiziere Heckemoduln bis auf Isomorphie
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o Erzeuger:  Transpositionen s; = (i i+1) fir 1<i<n-—1
e Relationen: s? =1, ss;=ss; fir |i—j|>1 und
SiSi+1Si = Si+1SiSi+1 fuir 1<i<n-1

Coxetergruppen

sind Gruppen W mit einer Prasentation der Form
o Erzeuger: s € S fiir eine endliche Teilmenge S € W

e Relationen: 52 = (ss')°rw(ss) — 1 mit ordyy(ss’) > 2
fir alle s,s’ € S mit s + &’

Beispiel: endliche und affine Spiegelungsgruppen

Jan Kohlhaase (Universitit Duisburg-Essen) Heckealgebren 17. Dezember 2014

9/21



N -l ce
]R2

«F > = . ) B

 Jan Kohlhaase (Universitit Duisburg-Essen) ~ Heckealgebren =~ 17. Dezember 2014 10 /21



. INllwahoriHecke-Algebren
]R2
51
<F = . ) B
 Jan Kohlhaase (Universitit Duisburg-Essen) ~ Heckealgebren =~ 17. Dezember 2014 10 /21



60°

“Fr = - o
 Jan Kohlhaase (Universitit Duisburg-Essen) ~ Heckealgebren =~ 17. Dezember 2014 10 /21



-~ IliwahoriHecke-Algeben
R2
S1
51551

60°

«O» «Fr «Z» « ) .
 Jan Kohlhaase (Universitit Duisburg-Essen) ~ Heckealgebren =~ 17. Dezember 2014 10 /21




I11. lwahori-Hecke-Algebren

R2

S1

515251 2

W = <51,52> = 53 ~ Ds

Jan Kohlhaase (Universitit Duisburg-Essen) Heckealgebren 17. Dezember 2014 10 / 21



I11. lwahori-Hecke-Algebren

R2

S1

51551 S

W = <51,52> = 53 ~ Ds

Jan Kohlhaase (Universitit Duisburg-Essen) Heckealgebren 17. Dezember 2014 10 / 21



I11. lwahori-Hecke-Algebren

Weylgruppe des Wurzelsystems Ay
R2
S1
51551 S

60°

W = <51,52> = 53 ~ Ds

Jan Kohlhaase (Universitit Duisburg-Essen) Heckealgebren 17. Dezember 2014 10 / 21



I11. lwahori-Hecke-Algebren

Weylgruppe des Wurzelsystems Ay
R? R?
S1
51551 S

60°

W = <51,52> = 53 ~ Ds

Jan Kohlhaase (Universitit Duisburg-Essen) Heckealgebren 17. Dezember 2014 10 / 21



I11. lwahori-Hecke-Algebren

Weylgruppe des Wurzelsystems Ay

R? R?
S1 S1
51551 S
60°

W = <51,52> = 53 ~ Ds

Jan Kohlhaase (Universitit Duisburg-Essen) Heckealgebren 17. Dezember 2014 10 / 21



I11. lwahori-Hecke-Algebren

Weylgruppe des Wurzelsystems Ay

R? R?
S1 S1
51551 S
60°

W = <51,52> = 53 ~ Ds

Jan Kohlhaase (Universitit Duisburg-Essen) Heckealgebren 17. Dezember 2014 10 / 21



I11. lwahori-Hecke-Algebren

Weylgruppe des Wurzelsystems Ay

R? R?
S1 S1
51551 ’ S
60°

W = <51,52> = 53 ~ Ds

Jan Kohlhaase (Universitit Duisburg-Essen) Heckealgebren 17. Dezember 2014 10 / 21



I11. lwahori-Hecke-Algebren

Weylgruppe des Wurzelsystems Ay

R? R?
S1 S1
51551 ’ 52
60°

W = <51,52> = 53 ~ Ds

Jan Kohlhaase (Universitit Duisburg-Essen) Heckealgebren 17. Dezember 2014 10 / 21



I11. lwahori-Hecke-Algebren

Weylgruppe des Wurzelsystems Ay
R2
S1
515251

60°

52

W = <51,52> = 53 ~ Ds

Jan Kohlhaase (Universitit Duisburg-Essen)

Heckealgebren

R2

S1

17. Dezember 2014

10 / 21



I11. lwahori-Hecke-Algebren

Weylgruppe des Wurzelsystems Ay
R2
S1
515251

60°

52

W = <51,52> = 53 ~ Ds

Jan Kohlhaase (Universitit Duisburg-Essen)

Heckealgebren

R2

S1

2

17. Dezember 2014

10 / 21



I11. lwahori-Hecke-Algebren

Weylgruppe des Wurzelsystems Ay
R2
S1
515251

60°

52

W = <51,52> = 53 ~ Ds

Jan Kohlhaase (Universitit Duisburg-Essen)

Heckealgebren

R2

S1

2

17. Dezember 2014

10 / 21



I11. lwahori-Hecke-Algebren

Weylgruppe des Wurzelsystems Ay
R2
S1
515251

60°

52

W= <51,52> = 53 ~ Ds

Jan Kohlhaase (Universitit Duisburg-Essen)

Heckealgebren

R2

2

53

17. Dezember 2014

10 / 21



I11. lwahori-Hecke-Algebren

Weylgruppe des Wurzelsystems Ay
R2
S1
515251

60°

52

W= <51,52> = 53 ~ Ds

Jan Kohlhaase (Universitit Duisburg-Essen)

Heckealgebren

R2

2

53

17. Dezember 2014

10 / 21



I11. lwahori-Hecke-Algebren

Weylgruppe des Wurzelsystems A,

R? R?

S1 S1 52
51551 ‘ S

60°

53

W= <51,52> = 53 ~ Ds

T Celi: (Uver 5 (D e ) Heckealgebren 17. Dezember 2014 10 / 21




I11. lwahori-Hecke-Algebren

Weylgruppe des Wurzelsystems Ay

R2
51
515251
60°
W= <51,52> = 53 ~ Ds
Jan Kohlh (U Duisburg-Essen)

R2
S1 2
52
53
~ 2
W ={s1,5,53) = Dg X\ Z

Heckealgebren

17. Dezember 2014

10 / 21



I11. lwahori-Hecke-Algebren

Weylgruppe des Wurzelsystems Ay
R2
S1
51551 & S

60°

W= <51,52> = 53 ~ Ds

Jan Kohlh (Universitit Duisburg-Essen) Heckealgebren

affine Weylgruppe des Wurzelsystems G,
R2

S1 2

53

W = (51,8, 53) = Dg x Z?

17. Dezember 2014

10 / 21



el e
o (W,S) Coxetersystem

«O>» «F>r «=» «E» o



I11. lwahori-Hecke-Algebren

e (W,S) Coxetersystem

e schreibe we W alsw =s;---s, mit s; € S und r minimal

Jan Kohlhaase (Universitit Duisburg-Essen) Heckealgebren 17. Dezember 2014 11 /21



I11. lwahori-Hecke-Algebren

e (W,S) Coxetersystem

e schreibe we W alsw =s;---s, mit s; € S und r minimal
v l(w) = r heiBt die Linge von w

Jan Kohlhaase (Universitit Duisburg-Essen) Heckealgebren 17. Dezember 2014 11 /21



I11. lwahori-Hecke-Algebren

e (W,S) Coxetersystem

e schreibe we W alsw =s;---s, mit s; € S und r minimal
v l(w) = r heiBt die Linge von w

e Z[t] Polynomring in der Variablen t iiber Z

Jan Kohlhaase (Universitit Duisburg-Essen) Heckealgebren 17. Dezember 2014 11 /21



I11. lwahori-Hecke-Algebren

e (W,S) Coxetersystem

e schreibe we W alsw =s;---s, mit s; € S und r minimal
v l(w) = r heiBt die Linge von w

Z[t] Polynomring in der Variablen t iiber Z

o setze
H(Wa 5) = @WGW Z[t] : TW
freier Z[t]-Modul mit Basis (T, )wew

Jan Kohlhaase (Universitit Duisburg-Essen) Heckealgebren 17. Dezember 2014 11 /21



I11. lwahori-Hecke-Algebren

e (W,S) Coxetersystem

e schreibe we W alsw =s;---s, mit s; € S und r minimal
v l(w) = r heiBt die Linge von w

Z[t] Polynomring in der Variablen t iiber Z

o setze
H(W7 5) = ®W€W Z[t] : TW
freier Z[t]-Modul mit Basis (T, )wew

Satz
Auf H(W,S) gibt es genau eine assoziative Z[t]-Algebrenstruktur mit

T Tww falls L(ww') = £(w) + £(w')
v (t—1)T,+t falls w=w'eS.

Jan Kohlhaase (Universitit Duisburg-Essen) Heckealgebren 17. Dezember 2014

11 /21



I11. lwahori-Hecke-Algebren

e (W,S) Coxetersystem

e schreibe we W alsw =s;---s, mit s; € S und r minimal
v l(w) = r heiBt die Linge von w

Z[t] Polynomring in der Variablen t iiber Z

o setze
H(W7 5) = @WGWZ[t] : TW
freier Z[t]-Modul mit Basis (T, )wew

Satz
Auf H(W,S) gibt es genau eine assoziative Z[t]-Algebrenstruktur mit

T Tww falls L(ww') = £(w) + £(w')
v (t—1)T,+t falls w=w'eS.

o H(W,S) heiBt die lwahori-Hecke-Algebra von (W, S)

Jan Kohlhaase (Universitit Duisburg-Essen) Heckealgebren 17. Dezember 2014

11 /21



I11. lwahori-Hecke-Algebren

e (W,S) Coxetersystem

e schreibe we W alsw =s;---s, mit s; € S und r minimal
v l(w) = r heiBt die Linge von w
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o setze
H(W7 5) = @WGWZ[t] : TW
freier Z[t]-Modul mit Basis (T, )wew

Satz
Auf H(W,S) gibt es genau eine assoziative Z[t]-Algebrenstruktur mit

TWTW/_{ Tww falls  L(ww’) = L(w) + £(W')

(t—1T,+t fals w=w'eS.

o H(W,S) heiBt die lwahori-Hecke-Algebra von (W, S)
e Multiplikation bestimmt durch Kombinatorik von (W, S)
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e W =S5, — G iiber Permutationsmatrizen: o — (Jjs(i))1<i<n
e B < G Untergruppe der oberen Dreiecksmatrizen

Bruhat-Zerlegung (Gauss-Algorithmus)
G = UnewBwB

v~ Heckealgebra Z[B\ G/B] besitzt Z-Basis (BWB),ew
w~> Ringstruktur leitet sich aus Gruppenstruktur von W ab:

HW,S)/(t—q) =Z[B\G/B] via (f(t): Tw)wew — (f(q) - BWB)wew
e gilt allgemeiner fiir sogenannte " Gruppen mit BN-Paar*

o affine Spiegelungsgruppen treten iiber p-adischen Kérpern auf, z.B. SL,(Q,)
e enge Verkniipfung zur Theorie der Gebdude (Bruhat & Tits)
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